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Àíîòàöiÿ. �îçãëÿäà¹òüñÿ áàé¹ñiâñüêèé ïiäõiä äî çàäà÷i ðîçïiçíàâàííÿ òåêñòîâèõ çîáðàæåíü.

Iñíóþ÷i ¨¨ ðîçâ'ÿçêè àíàëiçóþòüñÿ ç òî÷êè çîðó ïîñòàíîâîê âiäïîâiäíèõ áàé¹ñiâñüêèõ çàäà÷ ðîçïiçíà-

âàííÿ. Â ðàìêàõ áàé¹ñiâñüêî¨ òåîði¨ ïîñòàâëåíi òà ðîçâ'ÿçàíi äâi àëüòåðíàòèâíi çàäà÷i ðîçïiçíàâàííÿ

òåêñòîâèõ çîáðàæåíü.

Âñòóï

Ïðîáëåìà ðîçïiçíàâàííÿ òåêñòiâ ìà¹ ñâîþ iñòîðiþ, ùî òðèâà¹ âæå êiëüêà äåñÿòèëiòü. Äîñëiäæåííÿ

öi¹¨ ïðîáëåìè áóëè çàïî÷àòêîâàíi îñíîâîïîëîæíèìè ðåçóëüòàòàìè Êîâàëåâñüêîãî [1, 2℄, ùî çâîäèëè

çàäà÷i ðîçïiçíàâàííÿ äî âèðiøåííÿ ïåâíèõ çàäà÷ äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ. Çàñòîñóâàííÿ öüîãî

ïiäõîäó äàëî çìîãó çíàõîäèòè íàéiìîâiðíiøó ïîñëiäîâíiñòü ëiòåð, ÿêà âiäïîâiäà¹ çàäàíîìó çîáðàæåí-

íþ ðÿäêà òåêñòó. Â öüîìó íàïðÿìi áóëè âèðiøåíi ÷èñëåííi ïðèêëàäíi ïðîáëåìè. Çàâäÿêè îäåðæàíèì

óñïiõàì òàêèé ïiäõiä ñòàâ ñâîãî ðîäó àêñiîìîþ i íàáóâ çíà÷íîãî ïîøèðåííÿ (äèâ., íàïð., [3, 4, 5, 6℄).

Äàíà ðîáîòà âiäõîäèòü âiä âñòàíîâëåíîãî ñòåðåîòèïó çíàõîäæåííÿ íàéiìîâiðíiøî¨ ïîñëiäîâíîñòi

ëiòåð, ùî â áóäü-ÿêîìó ðàçi ¹ ëèøå îêðåìèì âèïàäêîì áàé¹ñiâñüêî¨ òåîði¨ ïðèéíÿòòÿ ðiøåíü. �îçãëÿä

çàäà÷i ç òî÷êè çîðó öi¹¨, áiëüø çàãàëüíî¨ òåîði¨, âèêëàäåíî¨ ó [7℄, äîïîìiã çíàéòè íîâi, ïðèéíÿòíiøi

�îðìóëþâàííÿ çàäà÷i ðîçïiçíàâàííÿ òåêñòiâ i, âiäïîâiäíî, ïîáóäóâàòè íîâi àëãîðèòìè ¨¨ âèðiøåííÿ.

�îáîòà ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷îòèðüîõ ðîçäiëiâ. Ïåðøèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé ïîñòàíîâöi i ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i ðîçïiçíàâàííÿ òåêñòiâ ÿê çàäà÷i, ùî �îðìóëþ¹òüñÿ â ðàìêàõ áàé¹ñiâñüêîãî ïiäõîäó. Ó äðóãîìó

ðîçäiëi ðîçãëÿíóòà �óíêöiÿ âòðàò, ÿêà âiäïîâiäà¹ òðàäèöiéíié ïîñòàíîâöi çàäà÷i. Â òðåòüîìó ðîçäiëi

çàïðîïîíîâàíî äâi iíøi �óíêöi¨ âòðàò òà àëãîðèòìè ðîçâ'ÿçêó çàäà÷, ùî ¨ì âiäïîâiäàþòü. ×åòâåðòèé

ðîçäië ïðèñâÿ÷åíèé âiäêðèòèì ïèòàííÿì.

1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷i â ðàìêàõ áàé¹ñiâñüêî¨ òåîði¨

Çàäà÷à ðîçïiçíàâàííÿ ðÿäêà òåêñòó ïîëÿãà¹ ó ñåãìåíòàöi¨ çîáðàæåííÿ ðÿäêà ïî äîâæèíi íà �ðàãìåí-

òè, êîæíîìó ç ÿêèõ ïîñòàâëåíà ó âiäïîâiäíiñòü òà ÷è iíøà ëiòåðà àë�àâiòó. Òàêèì ÷èíîì, êîæíié

ëiòåði âiäïîâiäà¹ iíòåðâàë ñòîâï÷èêiâ çîáðàæåííÿ. Çàäëÿ ëàêîíi÷íîñòi âèêëàäó ìè îïåðóâàòèìåìî

êîæíèì ñòîâï÷èêîì ÿê ¹äèíèì öiëèì i ëèøå çà ïîòðåáè íàãàäóâàòèìåìî, ùî âií ñàì ¹ âåðòèêàëüíîþ

ïîñëiäîâíiñòþ ïiêñåëiâ.

Íàçâåìî ïîëåì çîðó ìíîæèíó T = {1, . . . , |T |}. Åëåìåíòàìè ïîëÿ çîðó ¹ ïîðÿäêîâi íîìåðè âåð-

òèêàëüíèõ ñòîâï÷èêiâ ïiêñåëiâ çîáðàæåííÿ.

Ïîçíà÷èìî ñèìâîëîì V ìíîæèíó ñèãíàëiâ � ìíîæèíó âñiõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü, ÿêi ìîæå ïðèéìàòè

ñòîâï÷èê ïiêñåëiâ çîáðàæåííÿ. Ôóíêöiþ âèãëÿäó x : T → V íàçèâàòèìåìî çîáðàæåííÿì. Ìíîæèíó

âñiõ çîáðàæåíü ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç V T
.

Äåÿêó ñêií÷åíó ìíîæèíó A ìè íàçèâàòèìåìî àë�àâiòîì. �¨ åëåìåíòàìè ¹ iìåíà ëiòåð òåêñòó.

Êîæíié ëiòåði α ∈ A ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ¨¨ øèðèíó d(α). Òàêèì ÷èíîì ââàæàòèìåìî

âèçíà÷åíîþ ïåâíó �óíêöiþ d : A→ N.
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i-1 i

j-1 j

|T|-1 |T|

︸ ︷︷ ︸

sβ = (β, 2, i)

✲ ✲

β, f(sβ, x)

♣ ♣ ♣ ♣ ♣ ♣ ♣ ♣ ♣
✲

︸ ︷︷ ︸

sα = (α, i, j)

α, f(sα, x)

✲

︸ ︷︷ ︸

sγ = (γ, j, |T |)

γ, f(sγ , x)

�èñ. 1: �ðà�, ùî iëþñòðó¹ ìîäåëü ðÿäêà òåêñòó. Ôiãóðíèìè äóæêàìè ïîçíà÷åíi ñåãìåíòè, à îði¹íòîâàíèìè

äóãàìè � ðåáðà ãðà�à, ÿêi ¨ì âiäïîâiäàþòü. Íà ðåáðàõ âêàçàíi iìåíà âiäïîâiäíèõ ñåãìåíòiâ òà çíà÷åííÿ

ëîêàëüíî¨ �óíêöi¨ âiäìiííîñòi.

Ñåãìåíòîì íàçâåìî ïîiìåíîâàíèé �ðàãìåíò ïîëÿ çîðó, øèðèíà ÿêîãî äîðiâíþ¹ øèðèíi ëiòåðè

� iìåíi ñåãìåíòà. Òàêèì ÷èíîì, ñåãìåíò � öå ñóêóïíiñòü òðüîõ âåëè÷èí (α, bl, br), α ∈ A, bl, br ∈
T, br − bl = d(α). Âåëè÷èíè bl òà br, ÿêi ìè íàçèâàòèìåìî âiäïîâiäíî ëiâîþ òà ïðàâîþ ãðàíèöÿìè

ñåãìåíòà, âèçíà÷àþòü öiëî÷èñåëüíèé âiäðiçîê [bl, br − 1] íà ïîëi çîðó. Åëåìåíòàìè öüîãî âiäðiçêà ¹

âñi íîìåðè ñòîâáöiâ ïîëÿ çîðó, ÿêi ìåíøi çà br òà íå ìåíøi çà bl. Âåëè÷èíó α íàçèâàòèìåìî iì'ÿì àáî

ïîçíà÷êîþ ñåãìåíòà. Ìíîæèíó âñiõ ñåãìåíòiâ ïîçíà÷àòèìåìî S. Äëÿ ïîçíà÷åííÿ iìåíi òà ãðàíèöü

êîíêðåòíîãî ñåãìåíòà s ∈ S âèêîðèñòîâóâàòèìåìî âiäïîâiäíî ïîçíà÷åííÿ α(s), bl(s), br(s).
Ââåäåìî ïîíÿòòÿ ñåãìåíòàöi¨ ïîëÿ çîðó, ÿê ïîñëiäîâíîñòi äîâiëüíî¨ êiëüêîñòi ñåãìåíòiâ, ÿêi,

ùiëüíî ïðèëÿãàþ÷è îäèí äî îäíîãî, ïîêðèâàþòü âñå ïîëå çîðó:

~s = (s1, s2, . . . , sn), si ∈ S, 1 ≤ i ≤ n, (1)

br(sj) = bl(sj+1), 1 ≤ j < n, bl(s1) = 1, br(n) = |T |.

Ìíîæèíó óñiõ ìîæëèâèõ ñåãìåíòàöié ïîçíà÷àòèìåìî

~S.
Äëÿ i-òîãî ñåãìåíòà ñåãìåíòàöi¨ ~s âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ si. Êiëüêiñòü ñåãìåíòiâ ó

ñåãìåíòàöi¨ ~s ïîçíà÷àòèìåìî n(~s). Ôóíêöiþ âèãëÿäó f : S × V T → R íàçèâàòèìåìî ëîêàëüíîþ

�óíêöi¹þ âiäìiííîñòi. �¨ çíà÷åííÿ f(s, x) âèçíà÷à¹, íàñêiëüêè çîáðàæåííÿ x â ìiñöi, âèçíà÷åíîìó

ñåãìåíòîì s, íå ñõîæå íà ëiòåðó, ÿêà çàäà¹òüñÿ iì'ÿì ñåãìåíòà α(s). Ôàêòè÷íî âåëè÷èíà f(s, x)
çàëåæèòü íå âiä óñüîãî çîáðàæåííÿ x, à ëèøå âiä òîãî éîãî �ðàãìåíòó, ÿêèé çàäà¹òüñÿ ãðàíèöÿìè

ñåãìåíòà s.
Ââåäåíi ïîíÿòòÿ ìîæóòü áóòè ïðîiëþñòðîâàíi çà äîïîìîãîþ ãðà�à G = (V,E), çîáðàæåíîãî íà

ðèñ. 1. Ìíîæèíà âåðøèí ãðà�à çáiãà¹òüñÿ ç ïîëåì çîðó, V = T , à ìíîæèíà ðåáåð E � ç ìíîæèíîþ

âñiõ ñåãìåíòiâ S. À ñàìå: ñåãìåíòó s = (α, bl, br) ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäü ðåáðî ç ïî÷àòêîì ó âåðøèíi

bl, êiíöåì ó âåðøèíi br, ïîçíà÷êîþ α òà âàãîþ f(s, x). Îòæå ïàðó âåðøèí ãðà�à bl òà br ïî¹äíó¹

ñòiëüêè ðåáåð, ñêiëüêè ëiòåð ìàþòü øèðèíó br −bl. Áóäü-ÿêîìó øëÿõó íà ãðà�i, ÿêèé ïî÷èíà¹òüñÿ ó
âåðøèíi 1 i çàêií÷ó¹òüñÿ ó âåðøèíi |T |, âiäïîâiäà¹ äåÿêà ñåãìåíòàöiÿ ïîëÿ çîðó, i, íàâïàêè, êîæíié

ñåãìåíòàöi¨ âiäïîâiäà¹ äåÿêèé øëÿõ íà ãðà�i ç ïî÷àòêîì ó âåðøèíi 1 i êiíöåì ó âåðøèíi |T |.
Äëÿ �îðìóëþâàííÿ çàäà÷i â ðàìêàõ áàé¹ñiâñüêî¨ òåîði¨ (äèâ.,íàïð., [7, 8℄) íàì ïîòðiáíî âèçíà-

÷èòè ìíîæèíó ñïîñòåðåæåíü îá'¹êòà, ìíîæèíó ñòàíiâ, ðîçïîäië ¨õ ñïiëüíèõ iìîâiðíîñòåé, ìíîæèíó

ðåçóëüòàòiâ ðîçïiçíàâàííÿ òà �óíêöiþ âòðàò.

Ìíîæèíà ñïîñòåðåæåíü îá'¹êòà � öå ìíîæèíà âñiõ ìîæëèâèõ çîáðàæåíü V T
.Ìíîæèíà ñòàíiâ

îá'¹êòà ¹ ìíîæèíîþ ñåãìåíòàöié

~S.
Ââàæàòèìåìî, ùî àïðiîðíèé ðîçïîäië p(~s) íà ìíîæèíi âñiõ ñåãìåíòàöié

~S ¹ ðiâíîìiðíèì p(~s) =
p0, à óìîâíèé ðîçïîäië ñïîñòåðåæåíü îá'¹êòà ïðè çàäàíîìó éîãî ñòàíi âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê:

p(x/~s) =

n(~s)
∏

i=1

cd(α(si)) exp{−f(si, x)},

äå c � íîðìóâàëüíà ñòàëà.

Ïðè òàêèõ ïðèïóùåííÿõ àïîñòåðiîðíèé ðîçïîäië ñåãìåíòàöi¨ çà óìîâè �iêñîâàíîãî çîáðàæåííÿ

ìàòèìå âèãëÿä:

p(~s/x) =
p(x/~s)p(~s)

p(x)
=

2



= p(~s)/p(x) ·

n(~s)
∏

i=1

cd(α(si)) exp{−f(si, x)} = (2)

= p0/p(x) · c
|T | ·

n(~s)
∏

i=1

exp{−f(si, x)} =

= C(x) ·

n(~s)
∏

i=1

exp{−f(si, x)} =

= C(x) · exp{−

n(~s)
∑

i=1

f(si, x)},

äå C � äåÿêà �óíêöiÿ âiä çîáðàæåííÿ x.

Ìíîæèíîþ ðåçóëüòàòiâ ðîçïiçíàâàííÿ äîöiëüíî ââàæàòè ìíîæèíó ïîñëiäîâíîñòåé ëiòåð � åëå-

ìåíòiâ àë�àâiòó

~A = {(α1, α1, ..., αn), αi ∈ A, i = 1..n, n ∈ N,
∑n

i=1 d(αi) = |T |}. ×åðåç n(~α)
ïîçíà÷àòèìåìî êiëüêiñòü ëiòåð ó ïîñëiäîâíîñòi ~α.

Ç áóäü-ÿêîþ ïîñëiäîâíiñòþ ~α ∈ ~A ïîâ'ÿçàíà ñåãìåíòàöiÿ ïîëÿ çîðó, ÿêà êîæíîìó åëåìåí-

òó ïîñëiäîâíîñòi αi ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü ñåãìåíò ïîëÿ çîðó si: segm(~α = (α1, α2, . . . αn)) =
(s1, s2, . . . sn), si ∈ S, α(si) = αi. Ñåãìåíò ç ïîðÿäêîâèì íîìåðîì i ñåãìåíòàöi¨ segm(~α) ïîçíà-

÷àòèìåìî segmi(~α).

Ôóíêöiÿ âòðàòW : ~A× ~S → R ïðè öüîìó ìàòèìå òàêå çíà÷åííÿ: âåëè÷èíà W (~α,~s) âèçíà÷àòèìå
øòðà� çà ñèòóàöiþ, êîëè çîáðàæåííÿ, iñòèííîþ ñåãìåíòàöi¹þ ÿêîãî ¹ ~s, áóëî ðîçïiçíàíå ÿê ~α. Çà-
äà÷à ïîëÿãà¹ ó çíàõîäæåííi òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi

~α∗
ëiòåð àë�àâiòó, ÿêà á ìiíiìiçóâàëà ìàòåìàòè÷íå

ñïîäiâàííÿ âòðàò:

~α∗ = arg min
~α∈ ~A

∑

~s∈~S

p(~s/x)W (~α,~s). (3)

2 Ôóíêöiÿ âòðàò, ùî âiäïîâiäà¹ òðàäèöiéíié ïîñòàíîâöi çàäà÷i

ðîçïiçíàâàííÿ

�îçãëÿíåìî �óíêöiþ âòðàò, ÿêà, ÿê áóäå ïîêàçàíî äàëi, âåäå äî òðàäèöiéíî¨ çàäà÷i çíàõîäæåííÿ

íàéiìîâiðíiøî¨ ïîñëiäîâíîñòi ëiòåð, âïåðøå ðîçãëÿíóòî¨ i ðîçâ'ÿçàíî¨ â [1℄. Ìè íàâåäåìî òóò ¨¨ ïî-

ñòàíîâêó i ðîçâ'ÿçîê, ùîá ïiäêðåñëèòè ¨¨ âiäìiííiñòü âiä çàäà÷, çàïðîïîíîâàíèõ íàìè äàëi.

Òîæ íåõàé �óíêöiÿ âòðàò ìà¹ âèãëÿä:

W (~α,~s) =

{
0, ÿêùî ~s = segm(~α)
1, ÿêùî ~s 6= segm(~α)

. (4)

Çãiäíî ç (3) òà (4):

~α∗ = arg min
~α∈ ~A

∑

~s∈~S
~s 6=segm(~α)

p(~s/x) =

= arg min
~α∈ ~A

(1 − p(segm(~α)/x)) =

= argmax
~α∈ ~A

p(segm(~α)/x) = (5)

= arg max
~α∈ ~A

C(x) · exp{−

n(~α)
∑

i=1

f(segmi(~α), x)} =

= argmin
~α∈ ~A

n(~α)
∑

i=1

f(segmi(~α), x). (6)

Îòæå, �óíêöi¨ âòðàò (4) âiäïîâiäà¹ îöiíêà ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi (5), çíàõîäæåííÿ ÿêî¨

ìîæå âëàñíå ñàìå ñëóãóâàòè ïîñòàíîâêîþ çàäà÷i, ùî i ñïîñòåðiãà¹ìî â ðîáîòàõ [1, 2, 3, 4, 5, 6℄.

Äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (6) â ðîáîòàõ [1, 2℄ âèêîðèñòàíî ìåòîä äèíàìi÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ, ùî

ïîëÿãà¹ ó íàñòóïíîìó:
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ïîçíà÷èìî ÷åðåç SR(t) ⊂ S, t ∈ T , ìíîæèíó òèõ ñåãìåíòiâ, ïðàâà ãðàíèöÿ ÿêèõ ðiâíà t: SR(t) =
{s ∈ S : br(s) = t}, à ÷åðåç SL(t) ⊂ S, t ∈ T , ìíîæèíó òèõ ñåãìåíòiâ, ëiâà ãðàíèöÿ ÿêèõ ðiâíà t:
SL(t) = {s ∈ S : bl(s) = t}.

Ïåðåïèøåìî �îðìóëó (6) ó íàñòóïíié åêâiâàëåíòíié �îðìi:

segm(~α∗) = arg min
~s∈~S

n(~s)
∑

i=1

f(si, x) =

= arg min
s1∈SL(1)

min
s2∈SL(br(s1))

· · · min
sn(~s)∈(SL(br(sn(~s)−1))

⋂
SR(|T |))

n(~s)
∑

i=1

f(si, x). (7)

Ââåäåìî âåëè÷èíè F (s), s ∈ S çãiäíî �îðìóë:

F (s) = min
s1∈SL(1)

min
s2∈SL(br(s1))

· · · min
si∈(SL(br(si−1))

⋂
SR(bl(s)))

(f(s, x) +

i∑

j=1

f(sj , x)).

Øòðà� çà íàéêðàùó ñåãìåíòàöiþ, ÿêà âèáèðà¹òüñÿ çãiäíî �îðìóëè (7), äîðiâíþ¹ çíà÷åííþ íàé-

ìåíøî¨ ç âåëè÷èí F (s) äëÿ òèõ s, ïðàâà ãðàíèöÿ ÿêèõ çáiãà¹òüñÿ ç ïðàâîþ ãðàíèöåþ ïîëÿ çîðó, à

îñòàííiì ñåãìåíòîì s′ ó íàéêðàùié ñåãìåíòàöi¨ ¹ òîé, íà ÿêîìó äîñÿãà¹òüñÿ âêàçàíèé ìiíiìóì F (s):

s′ = arg min
s∈SR(|T |)

F (s). (8)

Î÷åâèäíî, äëÿ òèõ ñåãìåíòiâ s, ëiâà ãðàíèöÿ ÿêèõ çáiãà¹òüñÿ ç ëiâîþ ãðàíèöåþ ïîëÿ çîðó, çíà÷å-

ííÿ âåëè÷èí F (s) äîðiâíþ¹ f(s, x). Çíà÷åííÿ æ ¨õ äëÿ óñiõ iíøèõ ñåãìåíòiâ s çàäà¹òüñÿ íàñòóïíîþ

ðåêóðåíòíîþ �îðìóëîþ:

F (s) = min
s′∈SR(bl(s))

(F (s′) + f(s, x)). (9)

Äëÿ öèõ ñåãìåíòiâ âèçíà÷èìî òàêîæ �óíêöiþ iíäåêñó ind : S → S, òàêó, ùî ¨¨ çíà÷åííÿ ind(s)
âêàçó¹ íà ñåãìåíò � ïîïåðåäíèê ñåãìåíòà s:

ind(s) = arg min
s′∈SR(bl(s))

(F (s′) + f(s, x)). (10)

Âèðiøåííÿ çàäà÷i (6) ïîëÿãà¹ ó âïîðÿäêóâàííi ñåãìåíòiâ çà ¨õíüîþ ïðàâîþ ãðàíèöåþ i ïîñëi-

äîâíîìó çàñòîñóâàííi äî íèõ �îðìóë (9) òà (10). Íàñàìêiíåöü, äëÿ ñåãìåíòiâ, ïðàâà ãðàíèöÿ ÿêèõ

çáiãà¹òüñÿ ç ïðàâîþ ãðàíèöåþ ïîëÿ çîðó, ñëiä âèêîðèñòàòè �îðìóëó (8). Íàéêðàùà ñåãìåíòàöiÿ

~s∗

çàäà¹òüñÿ ðåêóðåíòíèìè �îðìóëàìè:

sn( ~s∗) = s′, si = ind(si+1), i = 0...n(~s∗) − 1. (11)

Àëãîðèòì (9) - (11) ìîæå ðîçãëÿäàòèñü ÿê àëãîðèòì ïîøóêó íàéêðàùîãî øëÿõó, ÿêèé ïî÷èíà¹òüñÿ

ó âåðøèíi 1 i çàêií÷ó¹òüñÿ ó âåðøèíi |T |, çâàæåíîãî îði¹íòîâàíîãî ãðà�à, ââåäåíîãî â ïîïåðåäíüîìó
ðîçäiëi i çîáðàæåíîãî íà ðèñ. 1. Âåëè÷èíè F (s) â �îðìóëàõ (8), (9) ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ âàãè

íàéêðàùîãî øëÿõó ñåðåä òèõ, ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ ó âåðøèíi 1, çàêií÷óþòüñÿ ó âåðøèíi br(s) i ìiñòÿòü
ðåáðî, ùî âiäïîâiäà¹ ñåãìåíòó s.

�îçãëÿíóòà çàäà÷à, ÿê âêàçó¹ �îðìóëà (6), ìîæå ðîçóìiòèñü òàêîæ ÿê çàäà÷à àïðîêñèìàöi¨ çî-

áðàæåííÿ ïîñëiäîâíiñòþ âiäîìèõ åòàëîíiâ i òîìó ìîæå áóòè ïîñòàâëåíà áåç çàëó÷åííÿ áóäü-ÿêèõ

ñòàòèñòè÷íèõ ìiðêóâàíü. Àëå ÿêùî âæå ïîâ'ÿçóâàòè ¨¨ çi ñòàòèñòè÷íèìè ìiðêóâàííÿìè, òî, ìîæëè-

âî, ñëiä öå ðîáèòè iíàêøå, âèêîðèñòîâóþ÷è àäåêâàòíiøi çà (4) �óíêöi¨ âòðàò, íàïðèêëàä òàê, ÿê öå

çðîáëåíî â íàñòóïíîìó ðîçäiëi.

3 Ïîñòàíîâêà òà ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i äëÿ äâîõ àëüòåðíàòèâíèõ

�óíêöié âòðàò

3.1 Ïîñòàíîâêà òà çàãàëüíèé âèãëÿä ðîçâ'ÿçêó

�îçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî äîðå÷íiñòü �óíêöi¨ âòðàò âèãëÿäó (4) ó ïîñòàâëåíié çàäà÷i. Âåëè÷èíà

W (~α,~s) âèçíà÷à¹ øòðà� çà ñèòóàöiþ, êîëè çîáðàæåííÿ, iñòèííîþ ñåãìåíòàöi¹þ ÿêîãî ¹ ~s, áóëî ðîç-
ïiçíàíå ÿê ~α. Òàêà �óíêöiÿ âòðàò íå âðàõîâó¹, íàñêiëüêè âiäðiçíÿ¹òüñÿ ðåçóëüòàò ðîçïiçíàâàííÿ âiä
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✲ ✲ ✲

✲ ❄ ❄ ✲

✲ ✲

β γ ϑ

β θ τ ϑ

π ψ

segm(~α)

~s′

~s′′

�èñ. 2: Ïðèêëàäè ñåãìåíòàöié. Ó âèïàäêó �óíêöi¨ âòðàò (12), (13), øòðà�è ðiâíi W (~α, ~s′) = 1, W (~α, ~s′′) = 3,
à ó âèïàäêó �óíêöi¨ âòðàò (12), (14), W (~α, ~s′) = 2, W (~α, ~s′′) = 3.

ïðàâèëüíîãî ðåçóëüòàòó. Òàê, íàïðèêëàä, çàëèøà¹òüñÿ íåâðàõîâàíîþ êiëüêiñòü íåïðàâèëüíî ðîçïi-

çíàíèõ ëiòåð, îäíàêîâî øòðà�ó¹òüñÿ ðÿäîê, â ÿêîìó âñi ëiòåðè âèçíà÷åíi õèáíî, i ðÿäîê, â ÿêîìó ¹

ëèøå îäíà íåïðàâèëüíà ëiòåðà.

Áiëüø ðåàëiñòè÷íèìè ¹, íàïðèêëàä, �óíêöi¨ âòðàò, ùî çàäàþòüñÿ ïàðàìè �îðìóë (12), (13)

òà (12), (14):

W (~α,~s) =

n(~α)
∑

i=1

wi(segmi(~α), ~s), (12)

wi(s
′, ~s) =

{
0, ÿêùî ∃j : sj = s′

1 â óñiõ iíøèõ âèïàäêàõ

, (13)

wi(s
′, ~s) =

{
0, ÿêùî (n(~s) ≥ i) & (α(s′) = α(si))
1 â óñiõ iíøèõ âèïàäêàõ

. (14)

Çíà÷åííÿ �óíêöi¨ (12), (13) ðiâíå êiëüêîñòi ñåãìåíòiâ, ÿêi ¹ ó ðåçóëüòàòi ðîçïiçíàâàííÿ ~α, àëå
âiäñóòíi â iñòèííié ñåãìåíòàöi¨ ~s. Íåõàé, íàïðèêëàä, ðåçóëüòàòîì ðîçïiçíàâàííÿ ¹ ïîñëiäîâíiñòü ~α,
ç ÿêîþ ïîâ'ÿçàíà ñåãìåíòàöiÿ segm(~α), ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ ñåãìåíòiâ (β, 1, 3), (γ, 3, 5), (ϑ, 5, 9), à

iñòèííèìè ¹ ñåãìåíòàöi¨

~s′ = (β, 1, 3), (θ, 3, 4), (τ, 4, 5), (ϑ, 5, 9) òà ~s′′ = (π, 1, 4), (ψ, 4, 9). Öi ñåãìåíòàöi¨

çîáðàæåíi íà ðèñ. 2. Çíà÷åííÿ �óíêöi¨ âòðàò íà ïàði (~α, ~s′) ðiâíå 1, îñêiëüêè ñåãìåíò (γ, 3, 5) âiäñóòíié

ó ñåãìåíòàöi¨

~s′, à íà ïàði (~α, ~s′′) ðiâíå 3, îñêiëüêè æîäåí ç òðüîõ ñåãìåíòiâ ðîçâ'ÿçêó segm(~α) íå

ïðèñóòíié ó ñåãìåíòàöi¨

~s′′.
Ôóíêöiÿ âòðàò, ÿêà çàäà¹òüñÿ �îðìóëàìè (12), (14), âèçíà÷à¹ øòðà�, ùî íå çàëåæèòü âiä ãðàíèöü

ñåãìåíòiâ, à âèçíà÷à¹òüñÿ ëèøå ¨õíiìè iìåíàìè òà ïîðÿäêîâèìè íîìåðàìè â ñåãìåíòàöi¨. Çà i-èé
ñåãìåíò ç iìåíåì α ïðèçíà÷à¹òüñÿ øòðà� 0, ÿêùî iì'ÿ i-îãî ñåãìåíòà ïðàâèëüíî¨ ñåãìåíòàöi¨ ðiâíå

α, i øòðà� 1 â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó. Äëÿ ñåãìåíòàöié, çîáðàæåíèõ íà ðèñ. 2, øòðà�è âiäïîâiäíî

ðiâíi W (~α, ~s′) = 2 òà W (~α, ~s′′) = 3.
�îçãëÿíåìî çàäà÷i, â ÿêèõ çà �óíêöiþ âòðàò âçÿòà �óíêöiÿ âèãëÿäó (12):

~α∗ = argmin
~α∈ ~A

∑

~s∈~S

p(~s/x)W (~α,~s) =

= argmin
~α∈ ~A

∑

~s∈~S

p(~s/x)

n(~α)
∑

i=1

wi(segmi(~α), ~s) =

= argmin
~α∈ ~A

∑

~s∈~S

n(~α)
∑

i=1

p(~s/x)wi(segmi(~α), ~s) =

= arg min
~α∈ ~A

n(~α)
∑

i=1

∑

~s∈~S

p(~s/x)wi(segmi(~α), ~s). (15)
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Ôîðìóëà (15) âêàçó¹ íà çàãàëüíèé âèãëÿä áàé¹ñiâñüêî¨ çàäà÷i ðîçïiçíàâàííÿ çà óìîâè, ùî �óíêöiÿ

øòðà�ó ìà¹ âèãëÿä (12). Â íàñòóïíèõ äâîõ ïiäðîçäiëàõ ìè âèêîðèñòà¹ìî öå äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷, â

ÿêèõ �óíêöiÿ wi êîíêðåòèçîâàíà çà äîïîìîãîþ �îðìóë (13) òà (14).

3.2 �îçâ'ÿçîê çàäà÷i äëÿ ïåðøî¨ �óíêöi¨ âòðàò

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

~S(s′) äëÿ ìíîæèíè òèõ ñåãìåíòàöié, ÿêi ìiñòÿòü ñåãìåíò s′ ∈ S. Ïiäñòàâèâè-
øè (13) â (15), îòðèìà¹ìî:

~α∗ = arg min
~α∈ ~A

n(~α)
∑

i=1

∑

~s∈~S\~S(segmi(~α))

p(~s/x) =

= argmin
~α∈ ~A

n(~α)
∑

i=1



1 −
∑

~s∈~S(segmi(~α))

p(~s/x)



 =

= arg min
~α∈ ~A

n(~α)
∑

i=1

(1 − p(segmi(~α)/x)) , (16)

äå p(segmi(~α)/x) =
∑

~s∈~S(segmi(~α))

p(~s/x).

Çà óìîâè çíàííÿ âåëè÷èí p(segmi(~α)/x) çàäà÷à (16) ðîçâ'ÿçó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî çàäà÷i (6) ïiäñòà-
íîâêîþ 1 − p(segmi(~α)/x) çàìiñòü f(segmi(~α), x), à îòæå, çàäà÷à äëÿ �óíêöi¨ âòðàò (12), (13) áóäå

ââàæàòèñü ðîçâ'ÿçàíîþ, ÿê òiëüêè ìè âêàæåìî ñïîñiá îá÷èñëåííÿ âåëè÷èí p(s/x), s ∈ S. Ñàìå öüîìó
ïðèñâÿ÷åíî ðåøòó öüîãî ïiäðîçäiëó.

Çàïèøåìî íåîáõiäíi äëÿ çíàõîäæåííÿ âåëè÷èí p(s/x), s ∈ S, ïåðåòâîðåííÿ, âèêîðèñòàâøè (2) òà

ïîçíà÷èâøè ϕ(s, x) = cd(α(s)) · exp{−f(s, x)} òà Z(x) = p(~s)
p(x) :

p(s/x) =
∑

~s∈~S(s)

p(~s/x) =

= Z(x) ·
∑

~s∈~S(s)

n(~s)
∏

i=1

ϕ(si, x) =

= Z(x) ·
∑

j∈T

∑

~s∈~S
~s=(s1,s2,...,sj−1,s,sj+1,...,sn(~s))

[
j−1
∏

i=1

ϕ(si, x)

]

×

× [ϕ(s, x)] ×





n(~s)
∏

i=j+1

ϕ(si, x)



 =

= Z(x) ·
∑

j∈T

∑

s1∈SL(1)

∑

s2∈SL(br(s1))

· · ·
∑

sj−1∈(SL(br(sj−2))
⋂

SR(bl(s)))

[
j−1
∏

i=1

ϕ(si, x)

]

×

×ϕ(s, x) ×

×
∑

n>j

∑

sn∈SR(|T |)

∑

sn−1∈SR(bl(sn))

· · ·
∑

sj+1∈(SR(bl(sj+2))
⋂

SL(br(s)))





n∏

i=j+1

ϕ(si, x)




(17)

Çà óìîâè çíàííÿ âåëè÷èíè Z(x) îá÷èñëåííÿ (17) ìîæå áóòè çðîáëåíå òàêèì ÷èíîì. Ââåäåìî

âåëè÷èíè Fforw(s) òà Fback(s), s ∈ S, ÿêi âèçíà÷èìî òàê:

Fforw(s) =
∑

j∈T

∑

s1∈SL(1)

∑

s2∈SL(br(s1))

· · ·
∑

sj−1∈(SL(br(sj−2))
⋂

SR(bl(s)))

[
j−1
∏

i=1

ϕ(si, x)

]

· ϕ(s, x),

Fback(s) =
∑

j∈T

∑

s1∈SR(|T |)

∑

s2∈SR(bl(s1))

· · ·
∑

sj−1∈(SR(bl(sj−2))
⋂

SL(br(s)))

[
j−1
∏

i=1

ϕ(si, x)

]

· ϕ(s, x). (18)
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Çà äîïîìîãîþ ââåäåíèõ ïîçíà÷åíü ïåðåïèøåìî (17):

p(s/x) = Z(x) ·
Fforw(s) · Fback(s)

ϕ(s, x)
. (19)

Î÷åâèäíî, ùî çíà÷åííÿ Fforw(s) äëÿ âñiõ ñåãìåíòiâ s òàêèõ, ùî ¨õíÿ ëiâà ãðàíèöÿ çáiãà¹òüñÿ ç

ëiâîþ ãðàíèöåþ ïîëÿ çîðó, ÿê i çíà÷åííÿ Fback(s) äëÿ âñiõ ñåãìåíòiâ òàêèõ, ùî ¨õíÿ ïðàâà ãðàíèöÿ

çáiãà¹òüñÿ ç ïðàâîþ ãðàíèöåþ ïîëÿ çîðó, äîðiâíþ¹ ϕ(s, x).
Çíà÷åííÿ æ âåëè÷èí Fforw(s) òà Fback(s) äëÿ óñiõ iíøèõ ñåãìåíòiâ s, î÷åâèäíî, çàäàþòüñÿ ðåêó-

ðåíòíèìè �îðìóëàìè:

Fforw(s) = ϕ(s, x) ·
∑

s′∈SR(bl(s))

Fforw(s′) (20)

Fback(s) = ϕ(s, x) ·
∑

s′∈SL(br(s))

Fback(s′). (21)

Àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ âåëè÷èí p(s/x) ïîëÿãà¹ ó âïîðÿäêóâàííi ñåãìåíòiâ çà ¨õ ïðàâîþ ãðàíèöåþ,

ïîñëiäîâíîìó çàñòîñóâàííi äî íèõ �îðìóëè (20), ïîòiì ó âïîðÿäêóâàííi ñåãìåíòiâ çà ëiâîþ ãðàíèöåþ,

ïîñëiäîâíîìó çàñòîñóâàííi äî íèõ �îðìóëè (21) i, íàñàìêiíåöü, îá÷èñëåííÿ p(s/x) çà �îðìóëîþ (19).

Ìè íå âêàçàëè ëèøå, ÿêèì ÷èíîì îá÷èñëþ¹òüñÿ âåëè÷èíà Z(x). Âêàæåìî, çàïèñàâøè ¨¨ ó âèãëÿäi:

Z(x) =
p(~s)

p(x)
=

=
p(~s)

∑

~s∈~S
p(x/~s)p(~s)

=

=
p0

p0 ·
∑

~s∈~S

∏n(~s)
i=1 ϕ(s, x)

=

=
1

∑

s∈SR(|T |) Fforw(s)
.

Îá÷èñëåííÿ îñòàííüîãî âèðàçó çà óìîâè çíàííÿ Fforw(s) íå ñòàíîâèòü æîäíèõ òðóäíîùiâ i ìîæå

áóòè âèêîíàíå øëÿõîì ïðÿìîãî çàñòîñóâàííÿ âêàçàíèõ ó íüîìó îïåðàöié.

Àëãîðèòì, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ �îðìóëàìè (19) - (21), ìîæå ðîçãëÿäàòèñü ÿê àëãîðèòì ïîøóêó

ñóìàðíî¨ âàãè óñiõ øëÿõiâ íà ãðà�i, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç çàäàíå éîãî ðåáðî. �îçãëÿíåìî ãðà�, ââå-

äåíèé ðàíiøå äëÿ iëþñòðàöi¨ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (6), ïðèïèñàâøè ðåáðó, ÿêå âiäïîâiäà¹ ñåãìåíòó s,
çàìiñòü çíà÷åííÿ âàãè f(s, x) çíà÷åííÿ ϕ(s, x). Ââàæàòèìåìî òàêîæ, ùî âàãîþ áóäü-ÿêîãî øëÿõó,

ÿêèé ïî÷èíà¹òüñÿ ó âåðøèíi 1 ãðà�à i çàêií÷ó¹òüñÿ ó âåðøèíi |T |, ¹ äîáóòîê âàã óñiõ ðåáåð øëÿ-

õó. Òîäi çíàõîäæåííÿ p(s/x) åêâiâàëåíòíå çíàõîäæåííþ ñóìàðíî¨ âàãè âñiõ òàêèõ øëÿõiâ, ÿêi îêðiì

òîãî ìiñòÿòü ðåáðî ãðà�à, ùî âiäïîâiäà¹ ñåãìåíòó s. Âåëè÷èíè Fforw(s) ìàþòü çíà÷åííÿ ñóìàðíî¨

âàãè âñiõ øëÿõiâ, ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ ó âåðøèíi 1, çàêií÷óþòüñÿ ó âåðøèíi br(s) i ìiñòÿòü ðåáðî, ùî

âiäïîâiäà¹ ñåãìåíòó s, à âåëè÷èíè Fback(s) � ñóìàðíî¨ âàãè âñiõ øëÿõiâ, ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ ó bl(s),
çàêií÷óþòüñÿ ó |T | i ìiñòÿòü ðåáðî, ùî âiäïîâiäà¹ ñåãìåíòó s.

3.3 �îçâ'ÿçîê çàäà÷i äëÿ äðóãî¨ �óíêöi¨ âòðàò

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

~S(i, α), i ∈ T, α ∈ A äëÿ ìíîæèíè òèõ ñåãìåíòàöié, i-èé ñåãìåíò ÿêèõ ìà¹ iì'ÿ

α. Äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ç �óíêöi¹þ âòðàò (12), (14) ïiäñòàâèìî ¨¨ â (15):

~α∗ = arg min
~α∈ ~A

n(~α)
∑

i=1

∑

~s∈~S

p(~s/x)wi(segmi(~α), ~s) =

= argmin
~α∈ ~A

n(~α)
∑

i=1

∑

~s∈~S\~S(i,αi)

p(~s/x) =

= arg min
~α∈ ~A

n(~α)
∑

i=1



1 −
∑

~s∈~S(i,αi)

p(~s/x)



 =
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= argmin
~α∈ ~A

n(~α)
∑

i=1

(1 − pi(αi/x)) , (22)

äå pi(αi/x) =
∑

~s∈~S(i,αi)

p(~s/x). (23)

Âåëè÷èíè pi(α/x) ìîæóòü ðîçóìiòèñü ÿê ìàðãiíàëüíi éìîâiðíîñòi òîãî, ùî íà i-òîìó ìiñöi ðÿäêà
~α çíàõîäèòüñÿ ëiòåðà α.

Íà ïåðøèé ïîãëÿä �îðìóëà (22) àíàëîãi÷íà �îðìóëàì (6) i (16), i, çäàâàëîñÿ á, àëãîðèòìè ¨õ

îá÷èñëåííÿ ïîâèííi ñïiâïàäàòè. Àëå öå ëèøå iëþçîðíà ñõîæiñòü, îñêiëüêè ïàðàìåòð 1 − pi(αi/x),
ùî ¹ àðãóìåíòîì ñóìè, çàëåæèòü âiä ïàðàìåòðà i � iíäåêñà, ïî ÿêîìó âiäáóâà¹òüñÿ äîäàâàííÿ.

Òîìó çíàõîäæåííÿ (22) ¹ îá÷èñëþâàëüíî ñêëàäíiøîþ çàäà÷åþ, ÿêà ïîòðåáó¹ îêðåìîãî ðîçãëÿäó. Ìè

ðîçãëÿíåìî ¨¨ ó äâà åòàïè: ñïî÷àòêó âêàæåìî øëÿõ îá÷èñëåííÿ (22), ââàæàþ÷è âiäîìèìè âåëè÷èíè

pi(αi/x), à ïîòiì íàâåäåìî àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ pi(αi/x).

3.3.1 �îçâ'ÿçîê çàäà÷i çà óìîâè çíàííÿ âåëè÷èí pi(αi/x).

Ïåðåïèøåìî (22) ó åêâiâàëåíòíié �îðìi:

segm( ~α∗) = arg min
~s∈~S

n(~s)
∑

i=1

(1 − pi(α(si)/x)) = (24)

= arg min
s1∈SL(1)

min
s2∈SL(br(s1))

· · · min
sn(~s)∈(SL(br(sn(~s)−1))

⋂
SR(|T |))

n(~s)
∑

i=1

(1 − pi(α(si)/x)).

Ââåäåìî âåëè÷èíè Fi(s) çãiäíî �îðìóë:

Fi(s) = min
s1∈SL(1)

min
s2∈SL(br(s1))

· · · min
si−1∈(SL(br(si−2))

⋂
SR(bl(s)))



1 − pi(α(s)/x) +
i−1∑

j=1

(1 − pj(α(sj)/x))



 .

Î÷åâèäíî, äëÿ òèõ ñåãìåíòiâ s, ëiâà ãðàíèöÿ ÿêèõ çáiãà¹òüñÿ ç ëiâîþ ãðàíèöåþ ïîëÿ çîðó, çíà-

÷åííÿ âåëè÷èí F1(s) ðiâíå (1 − p1(α(s)/x)). Çíà÷åííÿ æ ¨õ äëÿ óñiõ iíøèõ ñåãìåíòiâ s òà iíäåêñiâ i
çàäàþòüñÿ íàñòóïíîþ ðåêóðåíòíîþ �îðìóëîþ:

Fi(s) = min
s′∈SR(bl(s))

(Fi−1(s
′) + 1 − pi(α(s)/x)). (25)

Äëÿ öèõ ñåãìåíòiâ òà iíäåêñiâ âèçíà÷èìî òàêîæ �óíêöiþ iíäåêñó indi : S → S, òàêó, ùî ¨¨ çíà÷åííÿ
indi(s) âêàçó¹ íà ñåãìåíò � ïîïåðåäíèê ñåãìåíòà s:

indi(s) = arg min
s′∈SR(bl(s))

(Fi−1(s
′) + 1 − pi(α(s)/x)). (26)

Øòðà� çà íàéêðàùó ñåãìåíòàöiþ, ÿêà âèáèðà¹òüñÿ çãiäíî �îðìóëè (24), äîðiâíþ¹ çíà÷åííþ

íàéìåíøî¨ ç âåëè÷èí Fi(s), i ∈ T , äëÿ òèõ s, ïðàâà ãðàíèöÿ ÿêèõ çáiãà¹òüñÿ ç ïðàâîþ ãðàíèöåþ

ïîëÿ çîðó, à îñòàííiì ñåãìåíòîì s′ ó íàéêðàùié ñåãìåíòàöi¨ ¹ òîé, íà ÿêîìó äîñÿãà¹òüñÿ âêàçàíèé

ìiíiìóì Fi(s):

s′ = arg min
i

min
s∈SR(|T |)

Fi(s). (27)

Âèðiøåííÿ çàäà÷i (24) ïîëÿãà¹ ó âïîðÿäêóâàííi ñåãìåíòiâ çà ¨õíüîþ ïðàâîþ ãðàíèöåþ i ïîñëi-

äîâíîìó çàñòîñóâàííi äî íèõ �îðìóë (25) òà (26). Íàñàìêiíåöü, äëÿ ñåãìåíòiâ, ïðàâà ãðàíèöÿ ÿêèõ

çáiãà¹òüñÿ ç ïðàâîþ ãðàíèöåþ ïîëÿ çîðó, ñëiä âèêîðèñòàòè �îðìóëó (27). Íàéêðàùà ñåãìåíòàöiÿ

~s∗ = segm( ~α∗) çàäà¹òüñÿ ðåêóðåíòíèìè �îðìóëàìè:

segmn( ~α∗)( ~α
∗) = s′, segmi( ~α∗) = indi+1(segmi+1( ~α∗)), i = 0...n( ~α∗) − 1. (28)

Àëãîðèòì, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ �îðìóëàìè (25) - (28), òàêîæ ìîæå ðîçãëÿäàòèñü ÿê àëãîðèòì ïî-

øóêó íàéêðàùîãî øëÿõó íà ãðà�i. �îçãëÿíåìî ãðà�, ââåäåíèé ðàíiøå äëÿ iëþñòðàöi¨ ðîçâ'ÿçêó

çàäà÷i (6). Äëÿ êîæíîãî ñåãìåíòà s çàìiíèìî îäíå ðåáðî, ÿêå éîìó âiäïîâiäà¹ i ç'¹äíó¹ âåðøèíè
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bl(s) òà br(s), |T | ðåáðàìè, êîæíå ç ÿêèõ ç'¹äíó¹ âåðøèíè bl(s) òà br(s). Çàíóìåðó¹ìî öi ðåáðà âiä

1 äî |T |, ïðèïèñàâøè êîæíîìó ç íèõ ó âiäïîâiäíîñòi ç íîìåðîì i çíà÷åííÿ âàãè 1 − pi(α(s)/x). Â
ìíîæèíi âñiõ øëÿõiâ íà ãðà�i, ÿêi ïî÷èíàþòüñÿ ó âåðøèíi 1, ¹ ïiäìíîæèíà øëÿõiâ òàêà, ùî íîìåðè
ðåáåð êîæíîãî øëÿõó çðîñòàþòü ðiâíî íà îäèíèöþ ïðè ïåðåõîäi âiä ïîòî÷íîãî ðåáðà äî íàñòóïíîãî.

Ôîðìóëà (24) âèçíà÷à¹ øëÿõ, ùî çàêií÷ó¹òüñÿ ó âåðøèíi |T |, ¹ åëåìåíòîì öi¹¨ ïiäìíîæèíè i ìà¹

íàéìåíøó ñóìàðíó âàãó ðåáåð. Âåëè÷èíè Fi(s) ìàþòü çíà÷åííÿ âàãè íàéêðàùîãî øëÿõó ç âåðøèíè
1 ó âåðøèíó br(s) ñåðåä òèõ øëÿõiâ, ÿêi íàëåæàòü âêàçàíié ïiäìíîæèíi òà ìiñòÿòü ðiâíî i ðåáåð,
îñòàííiì ç ÿêèõ ¹ ðåáðî, ùî âiäïîâiäà¹ ñåãìåíòó s.

3.3.2 Îá÷èñëåííÿ ìàðãiíàëüíèõ éìîâiðíîñòåé ëiòåð pi(αi/x).

Â öüîìó ïiäðîçäiëi ìè âêàæåìî, ÿêèì ÷èíîì îá÷èñëþþòüñÿ âåëè÷èíè pi(α/x), α ∈ A, ùî çàäàþòüñÿ

�îðìóëîþ (23). Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

~S(i, s), i ∈ T, s ∈ S äëÿ ìíîæèíè òèõ ñåãìåíòàöié, i-èì
ñåãìåíòîì ÿêèõ ¹ ñåãìåíò s. Çàïèøåìî âåëè÷èíè pi(α/x) ó âèãëÿäi:

pi(α/x) =
∑

s∈S
α(s)=α

pi(s/x),

äå pi(s/x) =
∑

~s∈~S(i,s)

p(~s/x) = Z(x) ·
∑

~s∈~S(i,s)

n(~s)
∏

i=1

ϕ(s, x) =

= Z(x) ·
∑

s1∈SL(1)

∑

s2∈SL(br(s1))

· · ·
∑

si−1∈(SL(br(si−2))
⋂

SR(bl(s)))





i−1∏

j=1

ϕ(sj , x)



 ×

×ϕ(s, x) ×

×
∑

n>i

∑

sn∈SR(|T |)

∑

sn−1∈SR(bl(sn))

· · ·
∑

si+1∈(SR(bl(si+2))
⋂

SL(br(s)))





n∏

j=i+1

ϕ(sj , x)



 . (29)

Äëÿ îá÷èñëåííÿ âåëè÷èí pi(s/x) ââåäåìî âåëè÷èíè F
i
forw(s), i ∈ T, s ∈ S, ÿêi âèçíà÷èìî íàñòóïíèì

÷èíîì:

F i
forw(s) =

∑

s1∈SL(1)

∑

s2∈SL(br(s1))

· · ·
∑

si−1∈(SL(br(si−2))
⋂

SR(bl(s)))





i−1∏

j=1

ϕ(sj , x)



 · ϕ(s, x).

Ââåäåìî òàêîæ âåëè÷èíè Fback(s), s ∈ S, ùî âèçíà÷àþòüñÿ çãiäíî �îðìóëè (18). Àëãîðèòì ¨õ

îá÷èñëåííÿ ïîäàíèé ó ïiäðîçäiëi 3.2.

Ó ââåäåíèõ ïîçíà÷åííÿõ �îðìóëà (29) äëÿ îá÷èñëåííÿ âåëè÷èí pi(s/x) ïðèéìà¹ âèãëÿä:

pi(s/x) = Z(x) ·
F i

forw(s) · Fback(s)

ϕ(s, x)
. (30)

Î÷åâèäíî, ùî çíà÷åííÿ F 1
forw(s) äëÿ âñiõ ñåãìåíòiâ s òàêèõ, ùî ¨õ ëiâà ãðàíèöÿ çáiãà¹òüñÿ ç ëiâîþ

ãðàíèöåþ ïîëÿ çîðó, äîðiâíþ¹ ϕ(s, x). Çíà÷åííÿ æ âåëè÷èí F i
forw(s) äëÿ óñiõ iíøèõ çíà÷åíü i òà s,

î÷åâèäíî, çàäà¹òüñÿ ðåêóðåíòíîþ �îðìóëîþ:

F i
forw(s) = ϕ(s, x) ·

∑

s′∈SR(bl(s))

F i−1
forw(s′). (31)

Àëãîðèòì îá÷èñëåííÿ âåëè÷èí pi(s/x) ïîëÿãà¹ ó âïîðÿäêóâàííi ñåãìåíòiâ çà ¨õíüîþ ïðàâîþ ãðà-

íèöåþ, ïîñëiäîâíîìó çàñòîñóâàííi äî íèõ �îðìóëè (31) i âèêîðèñòàííi �îðìóëè (30).

Àëãîðèòì (30) - (31) ìîæå ðîçãëÿäàòèñü ÿê àëãîðèòì ïîøóêó ñóìàðíî¨ âàãè óñiõ øëÿõiâ íà ãðà�i,

ó ÿêèõ çàäàíå ðåáðî çóñòði÷à¹òüñÿ ïiä çàäàíèì ïîðÿäêîâèì íîìåðîì âiä ïî÷àòêó øëÿõó. �îçãëÿíå-

ìî ãðà�, ââåäåíèé ðàíiøå äëÿ iëþñòðàöi¨ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (17). Çíàõîäæåííÿ pi(s/x) åêâiâàëåíòíå
çíàõîäæåííþ ñóìàðíî¨ âàãè âñiõ øëÿõiâ, ó ÿêèõ ðåáðî ãðà�à, ùî âiäïîâiäà¹ ñåãìåíòó s, ìà¹ i-òèé
ïîðÿäêîâèé íîìåð. Âåëè÷èíè F i

forw(s) ìàþòü çíà÷åííÿ ñóìàðíî¨ âàãè âñiõ òèõ øëÿõiâ ç âåðøèíè 1
ó âåðøèíó br(s), ùî ìiñòÿòü ðiâíî i ðåáåð, îñòàííiì ç ÿêèõ ¹ ðåáðî, ÿêå âiäïîâiäà¹ ñåãìåíòó s.
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4 Âiäêðèòi ïèòàííÿ.

Òàêèì ÷èíîì, ïîñòàíîâêà çàäà÷i ðîçïiçíàâàííÿ òåêñòó ÿê çàäà÷i ïîøóêó íàéiìîâiðíiøîãî ðÿäêà

íå ïîâèííà áóòè äîãìîþ. Iñíóþòü i iíøi, íå ìåíø îá ðóíòîâàíi ïîñòàíîâêè öi¹¨ çàäà÷i, ùî òàêîæ

äîïóñêàþòü å�åêòèâíi àëãîðèòìè ¨¨ ðîçâ'ÿçêó. Ìè âêàçàëè äâà ïðèêëàäè òàêèõ çàäà÷. Çâè÷àéíî,

îêðiì íàâåäåíèõ íàìè â öèõ çàäà÷àõ �óíêöié âòðàò, iñíóþòü òàêîæ iíøi, ÿêi âèäàþòüñÿ iíòó¨òèâíî

ùå êðàùèìè. Îäíi¹þ ç íàéïðèéíÿòíiøèõ, íà íàø ïîãëÿä, ¹ çàäà÷à, â ÿêié �óíêöiÿ âòðàò äîðiâíþ¹

âiäñòàíi ðåäàãóâàííÿ (âiäñòàíi Ëåâåíøòåéíà) (äèâ., íàïð., [7℄) ìiæ äâîìà ðÿäêàìè. Çíàõîäæåííÿ ¨¨

òî÷íîãî ðîçâ'ÿçêó íàì âèäà¹òüñÿ äîâîëi íåïðîñòîþ, i, áåçóìîâíî, ÷åñòîëþáíîþ çàäà÷åþ, âèðiøåííÿ

ÿêî¨ îçíà÷àëî á ïåâíèé ïðîðèâ ó ñòðóêòóðíîìó ñòàòèñòè÷íîìó ðîçïiçíàâàííi.
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